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Résumé. Dans ce travail, nous nous intéressons a ’estimation non paramétrique de
la densité de probabilité et du taux de hasard d’une variable aléatoire X sujette a la cen-
sure. D’abord, nous considérons un cadre général de censure ot nous supposons qu’au lieu
d’observer X, nous observons une variable Z et un indicateur de censure qui détermine si
I’observation est complete ou non. En utilisant une idée classique de I’estimation a noyau,
nous introduisons un estimateur de la densité de X et nous établissons sa normalité asymp-
totique. Ensuite, nous appliquons notre résultat pour déduire la normalité asymptotique
des estimateurs de la densité et du taux de hasard dans les cas de la censure a droite, la
censure double et la censure mixte. Dans le premier cas Z = min(X, R) ou R est une
variable de censure a droite. Pour les deux autres modeles Z = max(min(X, R), L), ou L
est une variable de censure a gauche et la variable X est indépendante du couple (L, R).
Ce qui différencie les deux cas est que dans le premier (censure double) L < R p.s. alors
que dans le second (censure mixte) les variables X, R et L sont indépendantes. Finale-
ment, nous illustrons la normalité des estimateurs étudiés par une étude de simulation
complétée par des tests graphiques et numériques.

Mots-clés. Densité, taux de hasard, normalité asymptotique, censure double, censure
mixte, censure a droite.

Abstract. In this work, we are concerned with the nonparametric estimation of the
probability density and the failure rate functions of a random variable X which is at
risk of being censored. First, we consider a general censorship setup where we assume
that instead of observing X, we observe a variable Z and an indicator of censoring which
determines whether the observation is complete or not. Borrowing a classical idea from
the kernel-type estimation, we introduce an estimator of the density of X and we establish
its asymptotic normality. Then, we apply our result in order to derive the asymptotic
normality of the density and the failure rate estimators in the cases of right, doubly and
twice censored data. In the first case Z = min(X, R) where R is a right censoring variable.
In the two other cases Z = max(min(X, R), L), where L is a left censoring variable and
the variable X is independent of the pair (L, R), but L < R a.s. in the double censorship
model while the variables X, R and L are independent in the case of twice censoring.



Finally, we illustrate the normality of the studied estimators through a simulation study
which is completed by graphical and numerical tests.

Keywords. Density, failure rate, asymptotic normality, double censoring, twice cen-
soring, right censoring.

1 Reésultat principal

Soit X une durée d’intérét positive, de fonction de répartition I’ et de densité de proba-
bilité f. On suppose que X peut étre censurée, donc les observations disponibles consistent
en un échantillon de n v.a.i.i.d. de méme loi que le couple (Z,§), ou l'indicateur de cen-
sure § prend la valeur 0 lorsque Z = X (observation complete). En utilisant 'idée de
I'estimation a noyau de Rosenblatt (1956), nous estimons f par

hio =g [ (50) ar )

ou F), est un estimateur de F', continu a droite, a variation bornée et vérifiant quelques
conditions supplémentaires que nous précisons dans la suite (voir ’hypothese H4), K est
le noyau et h,, est la fenétre.

Dans toute la suite, pour tout ensemble A, 14 désigne la fonction indicatrice de A.
Posons ¢(t) = P(6 = 0/X = t), la normalité asymptotique de f, en un point fixé = est
établie sous les hypotheses suivantes.

H1 f est dérivable en x.
H2 g est continue en z.
H3 Ja > 0 tel que inficpqpya 9(t) > 0.

H4 F,, est une fonction en escalier ayant des sauts éventuels uniquement en (Z;)1<;<, et

telle que
15—
\/ﬁmaxizzie[m,a,ﬁa] nAFn(Zi)l{(gz:o} — ;(EZZ;))} = Op(l) et

Yoiy AF(Z) 15,201 = op <«/hn/n> ou AF,(Z;) est le saut de F,, au point Z;.

H5 K est une densité bornée et a support compact.
H6 nh, — oo et nh3 — 0.
Notre résultat principal est le suivant.

Théoreme 1 Sous H1-HG6, nous avons

Va(f(e) = @) 2> (0.2 [ R2e)a: ).
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2 Applications

Nous sommes dans la situation o X est censurée a droite par une v.a.r. R et min(X, R)
est censuré a gauche par une v.a.r. L. En d’autres termes Z = max(min(X, R), L).
Dans la suite, pour toute variable aléatoire réelle V', Fy/(t) = P(V <t), Sy(t) = 1—Fy(t),
Iy = inf{t e R/Fy(t) > 0} et Tyy = sup{t € R/Fy(t) < 1} représentent respectivement
la fonction de répartition, la fonction de survie, le point initial et le point terminal du
support de V.

2.1 Le modéle de censure double

Dans le modele de Turnbull (1974), la durée X est indépendante du couple (L, R), P(0 <
L <R)=1etd=1xsnry +2x lyxcry. Turnbull (1974) a construit des estimateurs
self-consistants pour Sx, Sy et S;, notés respectivement par S Sgb) et Sé").

Comme dans Ren (1997), nous imposons les conditions suivantes.

S 0) =1, lim S (u) =0 et SP(t) =

U— 00

1 sit< minlgign Zi7
0 sit>maxi<i<p Z;.

Par application de la formule (1), nous estimons f par
1 t—vy
D D
t)=— | K dF,
ot FP =1- 8D,

C’est 'estimateur introduit par Ren (1997) qui a imposé, en particulier, les hypotheses
suivantes.

D1 Vvt >0, SR(t) - SL<t) > 0.
D2 Sy, Sk et Sp, sont continues au point ¢ pour t > 0, et 0 < Sx(t) < 1 pour t > 0.
D3 Sx(0) = Sr(0) =1 et lim, o Sx(u) = limy, 00 Sr(u) = limy_,0, Sp(u) = 0.

D4 Il existe v et 3, 0 < a < 3 < o0, tels que P(L €]0,a) =0 et P(L < ) = 1.

Par ailleurs, le taux de hasard de X est défini par A(z) = S’;(”(Ci) 1{sx(@)=0y- Un estimateur
naturel de A(x) est donc donné par
D
D o fn (:C)

Le résultat suivant, obtenu du Théoréme 1, concerne la normalité asymptotique de f2 et
AP,



Corollaire 1 Soit x €|Ix,Tx|, sous H1, H5, H6 et D1-D4, nous avons
. D T
i) ik (F2(2) = F(@)) = N (0, 5o [ K3 () dz) .
i) /il (AP () = Mz)) = N (0 M [ K2(2) dz) .
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Remarquons que Ren (1997) donne le méme résultat sous les mémes conditions sauf qu’a
la place de notre hypothese H1 (f est dérivable au point x), il suppose que f est bornée,
f(z) > 0 et au voisinage de z, la dérivée seconde de f(Sg — Sp) existe et est bornée.

2.2 Le modéle de censure mixte

Dans ce cas nous supposons que X, L et R sont positives et indépendantes et que § =
Liz<rexy + 2 X Limin(x,r)<r}- C’est le modele I étudié dans Patilea et Rolin (2006) qui
proposent d’estimer F par un estimateur produit-limite F7. Appliquons encore une fois
(1) mais en remplacant F,, par F/'| nous retrouvons 1’ estimateur fI de f introduit par
Kitouni et al. (2015) qui ont montré sa convergence presque complete avec taux. Dans
ce travail et afin de déduire la normalité asymptotique de f du Théoréme 1, nous avons
besoin des conditions suivantes déja utilisées dans Patilea et Rolin (2006).

T1 IL S IX et TX STR

T2 f{m%}% < oo olt Hy(t) = P(Z < t,6 = k), k € {0,2} et Iy, = inf{t €
R/Hy(t) > 0}.

De plus, nous estimons le taux de hasard A(z) de X comme dans (2) par

fE ()
A (x) = ST(2) LSt ()20}

Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer le résultat que nous visons.

Corollaire 2 Soit x €|Ix,Tx[, sous les hypothéses H1, H2, H5, H6, T1 et T2, nous
obtenons

i) \/n_hn(fﬁf(%’)—f(ﬂrf))iﬂ\/(=F(as—fK2 )
i) v/l (A (2) — M) —>N( Bt | G dz)

2.3 Le modele de censure a droite

En supposant maintenant que L = 0 p.s. dans le modele précédent, nous nous ramenons
au modele de censure & droite. De plus, puisque dans ce cas F/I' coincide avec I'estimateur
de Kaplan-Meier, f! est lestimateur de Blum et Susarla (1980). Nous retrouvons le
résultat de normalité asymptotique donné dans Mielniczuk (1986) sous des conditions
plus fortes que les notres.



2.4 Simulation

Une étude de simulation, consistant a comparer I'histogramme et I’estimateur de Rosen-
blatt (1956) basé sur un échantillon de valeurs des estimateurs étudiés avec la densité de
la loi normale, a montré que le comportement de ces estimateurs est proche de celui de
la loi normale pour des taux de censure avoisinant les 30 %. Ceci est confirmé par le test
graphique Q-Q plot et les tests numériques de Kolmogorov-Smirnov et de Shapiro-Wilk.
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