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Résumé.

L’absence d’un cadre paramétrique exhaustif pour les extrémes multivariés constitue
un obstacle majeur dans I’étude de la dépendance des extrémes, en particulier en présence
d’indépendance asymptotique. En effet les modeles max-stables sont assez restrictifs en
ce qui concerne l'indépendance asymptotique des réalisations les plus extrémes puisqu’ils
se limitent a la seule notion usuelle d’indépendance stricte. Ces derniers n’offrent pas
la flexibilité souhaitée pour modéliser des données asymptotiquement indépendantes et
faire l'inférence statistique. Ledford et Tawn (1996, 1997) ont proposé un modele pour
le comportement de queue d’une distribution bivariée permettant une décroissance plus
lente dans le cas de variables asymptotiquement indépendantes. Ce modele a été a la
base de différents développements pour la caractérisation de I'indépendance asymptotique,
comme par exemple la variation réguliere cachée (Resnick (2002), Resnick et Maulik (2002,
2004), Ramos et Ledford (2009)). En 2011, Ramos et Ledford ont utilisé le processus
ponctuel introduit par Ledford et Tawn (1997) pour proposer un modele permettant
d’unifier les cadres de dépendance et d’indépendance asymptotique. En nous appuyant sur
cette approche, nous montrons comment des modeles paramétriques multivariés flexibles,
valides dans des situations de dépendance ou d’indépendance asymptotique, peuvent étre
construits.
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Abstract. The absence of a comprehensive framework for parametric multivariate ex-
treme is a major obstacle in the study of extreme dependence, especially in the presence
of asymptotic independence. Indeed, the max-stable models are quite restrictive regard-
ing the asymptotic independence of the most extreme achievements as it concerns only
the usual notion of strict independence. This does not provide the desired flexibility to
model asymptotically independent data and make statistical inference. Ledford and Tawn
(1996, 1997) proposed a model for the tail behavior of a bivariate distribution allowing
a slower decrease of asymptotically independent variables. This model was the basis for
various developments for the characterization of the asymptotic independence, such as
hidden regular variation (Resnick (2002), Resnick and Maulik (2002, 2004), Ramos and



Ledford (2009)). In 2011, Ramos and Ledford have used the point process introduced by
Ledford and Tawn (1997) to introduce a model to unify the dependence and asymptotic
independence. Using this approach, we show how flexible multivariate parametric models
in situations of dependence or asymptotic independence can be built.
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1 Insuffisance du cadre max-stable

Dans cette section on se place dans un cadre bivarié, suffisant pour montrer que les ap-
proches classiques des extremes max-stables sont inopérantes dans le cas de I'indépendance
asymptotique (IA). Soit F' la distribution jointe d'un vecteur aléatoire (Y7,Y53) et soit F;
la distribution marginale de Y; pour j = 1,2. Sans perte de généralité, il est classique
de supposer que les lois marginales F et F, sont Fréchet unitaires, i.e. Fi(t) = Fy(t) =
exp(—1/t),t > 0. En effet on peut toujours s’y ramener moyennant une transformation
des marges, en posant Z; = —m j=1,2. Solent (Z11,Z21) , .., (Z1,n, Zan) 1 cOpies
indépendantes de (Zy, Zy) et M, = max;—1_, Z1;, M2, = max;—y_, Z; pour n > 1.
Si
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avec G non dégénérée, alors G est une loi max-stable, i.e. G*(tz,ty) = G(z,y) Vt > 0.
Il existe une mesure finie p sur le cone convexe [0, 00)?\ {0} telle que :

G(z,y) = exp[-V(z,y)] on V(x,y)=p{(u,v):u>x ou v>y}.

En décomposant p en composantes radiale et angulaire on obtient :

Vi) = [ (£222) an),

1 1
avec H(-) mesure positive finie sur [0, 1] telle que / wdH(w) = / (1 —w) dH(w) =
0 0

1. V(.,-), appelée fonction de dépendance extrémale, est homogene d’ordre —1 | i.e.
V(tz,ty) =tV (z,y),Vt > 0. Lorsque H charge seulement les valeurs 0 et 1, on a le cas
particulier suivant :

w{(u,v) :u>z ou v>y}:é+§:u{(u,v):u>x}+,u{(u,v):v>y},

et G s’écrit comme le produit de ses marges. On dit alors que le vecteur (77, Z3) est
asymptotiquement indépendant (Al).



Sibuya (1960) a défini un coefficient x caractérisant cette notion. Pour un vecteur bivarié
(Y1,Y5) de distributions marginales F et F,

X = lim P (B(Y3) > o] Fy(%1) > v).
v—r

Les variables Y] et Y, sont respectivement Al ou asymptotiquement dépendantes (AD)
si x =0 ou xy > 0. En d’autres termes, I'TA exprime le fait que la probabilité que deux
composantes soient simultanément grandes est négligeable par rapport a la probabilité
qu’une seule le soit. Un exemple typique est celui de la loi du maximum d’un vecteur
bivarié gaussien de coefficient de corrélation p : pour toute valeur |p| < 1, on montre
qu’asymptotiquement les marges sont indépendantes.

En présence d’IA, si 'on s’intéresse a la probabilité que les maxima dépassent simul-
tanément un seuil élevé, la convergence (1) est d’intérét limité. En effet, en passant au
logarithme on montre aisément que :

nP (% >z, % > y) =InG(z,y) — InG(z,00) — In G(o0, y),

et, dans le cas d’une indépendance asymptotique, cette quantité est nulle.

2 Modeles de Ledford et Tawn (1996-1997)

Les modeles de Ledford et Tawn (1996,1997) constituent la base de la majorité des
résultats présentés dans la suite. D’une fagon intuitive, Ledford et Tawn (1996) ont com-
pris que le probleme de I'incapacité de détecter les résidus de dépendance dans le cas de
I'TA, c’est a dire la dépendance qui s’exprime a taille d’échantillon finie, est lié a la vitesse
de convergence dans la relation (1). Une nouvelle modélisation de la queue de distribution
est donc nécessaire pour alléger un peu cette vitesse, sauf que cette nouvelle modélisation
sort du cadre max-stable. En effet la nouvelle normalisation est bien appropriée pour la
stabilisation de la fonction de survie mais reste incapable de stabiliser les maxima dans le
cas de I'TA. Ledford et Tawn (1996) ont présenté un modele s’appuyant sur I’hypotheése
que la fonction de survie d’'un vecteur aléatoire (Z;, Z3) avec marges Fréchet unitaires est
a variation réguliere au voisinage de l'infini :

—1

P(Zy>r,Zy >r)~ L(r)r» quand r — o0, (2)

ou L est une fonction a variation lente, c’est-a-dire — 1 quand r — o0 pour

tout ¢ > 0 fixé.

Le parametre 7 est une constante qui détermine la vitesse de décroissance de la fonction
de survie jointe pour de grandes valeurs de r. Il fournit une mesure de la dépendance
entre les queues des marginales et on 'appelle le coefficient de dépendance de queue. Le

tx
L(x)
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modele de Ledford et Tawn (1997) généralise celui de 1996 en donnant un développement
d’ordre supérieur de la fonction de survie jointe d’un vecteur aléatoire de marges Fréchet
unitaires. Pour des valeurs élevées de z; etzs, la fonction de survie jointe de (77, Z3) est
modélisée par :

F(Zl,ZQ) = P(Zl > Zl,ZQ > 22)
= Lq(21,22)2] P25 2 + Lo21, 22)21_(61+d1)22_(02+d2) + ...

oucy+cy = % ,d; > 0et Lj(z1,22) # 0 j = 1,2 est une fonction bivariée a variation lente
(BVL). On a les résultats suivants : (i) sin =1 et tlim L(t) # 0, les variables marginales
—00

1
sont AD ; (ii) si0 < n < o les variables marginales sont Al, avec une association négative
1
; (i) sin = 2 et £ ~ 1, les variables marginales sont strictement indépendantes ; (iv) si
oo

1

5 < n < 1, les variables marginales sont Al, avec une association positive.
La théorie des extrémes multivariés max-stables est caractérisée par la convergence de
mesure : pour tout borélien compact B C [0, 00]?\{0}, si la limite :

lim P(z GB) =u(B),
n—o00 n
existe, est non dégénérée et vérifie u (0B) = 0, alors le vecteur Z est dans le domaine
d’attraction d'une distribution des extrémes multivariée. La mesure y est nécessairement
homogene d’ordre —1 et sa masse est concentrée dans le sous-cone (0, 00]? C [0, 0o]?\ {0}
dans le cas de la dépendance asymptotique. Lorsque Z présente une IA, u n’a pas de
masse dans (0, 00]? et cela pose un probléeme dans les applications statistiques.
En utilisant leur nouvelle modélisation, Ledford et Tawn (1997) ont défini un nouveau
processus ponctuel :

{(Zl,i/bTw Zgﬂ‘/bn 1= 1, ceey TL)} s
ot b, vérifie nF (b,,b,) ~ 1. Ce processus converge faiblement vers un processus pois-
sonien dont I'intensité est définie par une nouvelle mesure p sur le nouveau cone convexe
(0, 00]?, ce qui permet de considérer une nouvelle structure de convergence dans (0, ool
(cf Resnick, 1987, chapitre 5), ouvrant la voie a plusieurs approches de modélisation.

3 Approches Ramos et Ledford (2009, 2011)

Durant la derniere décennie, plusieurs approches ont essayé de combler les lacunes de la
théorie des valeurs extrémes dans le cas de I'TA : variation réguliere cachée (Resnick (2002),
Resnick et Maulik (2004)), modélisation de la fonction de survie (Ramos et Ledford (2009,
2011)), dépendance résiduelle (de Haan et Zhou (2012)). Dans la suite on se focalise sur
les résultats de Ramos et Ledford (2009, 2011).
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3.1 Modele paramétrique de Ramos et Ledford (2009)

Ramos et Ledford (2009) introduisent une nouvelle modélisation et fournissent un dévelop-
pement théorique de la limite sous-jacente au modele de Ledford et Tawn (1997) permet-
tant d’assurer la validité de la distribution de survie. Partant d’'une version simplifiée
de la fonction de survie jointe définie dans le modele de Ledford et Tawn (1997), Ramos
et Ledford (2009) introduisent un modele paramétrique. Ce nouveau modele permet de
gérer les cas de dépendance et d’indépendance asymptotiques. Soit (Z;, Z2) un vecteur
aléatoire de marges Fréchet unitaires et de fonction de survie jointe :

F(x,y) = P(Z1>x,Zy>y) = fa.y)

: n € (0,1],

1
(zy)®
ou L est une fonction BVL. En introduisant un vecteur bivarié (S,7") défini par (S,7T") =
lim {(Z,/u, Zy/u) | (Z1 > u, Zy > u)} Ramos et Ledford factorise la mesure py g (Resnick,
U—00

2004) associée au vecteur (R,W) ou R = S+ T et W = S/R de la facon suivante :
(dr,dw) = r~U+Y"drdH, (w) ot H, est une mesure définie sur (0,1). La condition de
normalisation sur la mesure H, s’écrit alors sous la forme suivante :

1/2 1
nt= /0 w'MdH, (w) + /1/2 (1—w)'/m dH,(w). (3)

Cette condition de normalisation généralise celle de la théorie des extrémes bivariées

/Olw AH (w) = /01(1 W) dH(w) = 1.

3.2 Loi du maximum de Ramos et Ledford (2011)

Ramos et Ledford (2011) ont considéré le processus ponctuel introduit par Ledford et
Tawn (1997) pour retrouver leurs résultats de 2009 sur la mesure H, puis, grace a cette
nouvelle mesure, ont défini une loi de maxima sur le cone (0,00)?. La démarche et le
résultat sont brievement rappelé ci-dessous.

On désigne par R. = {(z,y) /r > e,y > e} et R. (x,y) = R\ {[e, z] x [, y]} et par M, .
et My, - les composantes de maxima des points (211, Za1) , ..., (Z1,n, Z2,n) dans la région
du plan R.. Ainsi pour tout # > € et y > ¢, en utilisant la relation nF (n”,n") = 1, on
obtient :

. . Ml,n,sn’? MQ,'ﬂ,En" _ _
lﬁr}ggop( S Sw o, o < y> = Gy(z,y) = exp (=V,(2,9)),
ol ) y
1 — n
Vo(z,y) = / max (E, _w) dH,(w)
0 r Yy



4 Généralisation

Une étude sur simulations couvrant un large spectre de type de dépendances extréemales
montre que le modele de Ramos et Ledford (2009, 2011) est d’intérét pour les applica-
tions multivariées (d > 2). Un modele paramétrique couvrant les cas de dépendance et
indépendance asymptotique a été proposé mais la condition de normalisation (3) est un
frein pour proposer d’autres modeles d’intérét. Cette condition est difficile a vérifier pour
les distributions définies sur le simplexe :

Sq = {(wi,..,wa) € RG w1 +wot,ywg = 1}

En nous appuyant sur ’approche de Ramos et Ledford (2011), nous proposons une ap-
proche permettant de modifier toute mesure positive définie sur le simplexe S; pour assurer
la condition de normalisation (3). De nouveaux modeles paramétriques, permettant de
gérer les situations présentant de la dépendance et/ou de I'indépendance asymptotiques
peuvent alors étre construits. Les résultats obtenus sont, par exemple, d’intérét dans un
cadre spatial ou les dépendances extrémales entre paires de sites peuvent évoluer avec les
distances considérées.
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