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Résumé. On s’intéresse au problème de détection d’une rupture dans le taux de défaillance 

observé sur une série courte d’observations. Plus précisément, il s’agit de décider si les instants 
séparant les défaillances successives sur une série courte de nobservations consécutives ont un 
même taux de défaillance, ou s’il existe un instant  { }n,k 1,2,...∈  tel que ce taux, constant jusqu’à 

une date k  inconnue, prenne à partir de 1+k  jusqu’à n  une autre valeur constante correspondant à 
une augmentation de la fréquence de rupture. On suppose les observations indépendantes. Les tests 
statistiques que nous proposons sont fondés sur le rapport des moyennes empiriques sous 
l’hypothèse classique de distributions exponentielles. Ils sont confrontés au test non paramétrique de 
Wilcoxon-Mann-Whitney qui ne nécessite aucune hypothèse paramétrique sur la loi du taux de 
défaillance. La loi des statistiques proposées ne dépend pas de la distribution inconnue sous 
l’hypothèse nulle d’homogénéité des ndates de défaillance, ce qui permet de calculer les valeurs 
critiques des tests suggérés par la méthode de Monte Carlo pour de petits échantillons. Des études 
de puissance sont réalisées dans un cadre un peu plus large, en considérant la famille des lois de 
Weibull.  
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Abstract. In this paper, we address the problem of deciding if either n  consecutive 
independent failure times have the same failure rate or if there exists some { }n,k 1,...∈  such that the 

common failure rate of the first  k  failure times is different from the common failure rate of the last 
kn −  failure times, based on an exponential lifetime distribution. The statistical test we propose is 

based on the empirical average ratio under the assumption of exponentiality distributed. It is 
compared to the one based on the Wilcoxon-Mann-Whitney statistic for which no parametric 
assumption on the underlying distribution is necessary. The proposed statistics are free of the 
unknown underlying distribution under the null hypothesis of homogeneity of the n failure times 
which allows computing critical values of the suggested tests by Monte Carlo methods for small 
sample size.  
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1 Introduction  

 
Les entreprises industrielles ont besoin de surveiller la qualité et la fiabilité des produits qu’elles 
fabriquent. On dispose généralement des dates de défaillance de chacune des pièces. Cependant lorsqu’il 
s’agit de composants hautement fiables, les taux de panne sont extrêmement faibles, aussi dispose t’on 
d’échantillons de petite taille ou de taille modérée. Le contrôle en ligne et la détection rapide d’une 
augmentation du taux de panne constitue un vrai problème. Parmi les méthodes proposées, nombreuses 
sont celles fondées sur une statistique de type maximum. Cependant, nous sommes face à deux 
problèmes : le premier est la difficulté de prendre une décision sur la base de résultats asymptotiques dont 
on dispose pour ce type de statistique ; le second est dû au fait que la distribution de ces statistiques 
dépend de  la loi sous-jacente des observations sous l’hypothèse nulle. Dans ce travail, nous proposons 
deux types de méthodes : la première approche fait l’hypothèse que les intervalles de temps séparant deux 
défaillances successives sont de nature exponentielle ; la seconde basée sur la statistique de Wilcoxon-
Mann-Whitney est de type non paramétrique. 
 
 

2 Les méthodes proposées 

2.1  Le principe méthodologique général   
Il est le suivant : 
1. On divise l’échantillon en deux sous-échantillons : ( )kX,,X ...1 et ( )n+k X,,X ...1  pour { }mn,m,k −∈ ...  

2. On calcule la valeur de la statistique kn,S de comparaison de deux échantillons pour chacun des points 

de séparation en faisant varier k . 
3. On utilise l’ensemble de ces statistiques pour prendre une décision sur l’hypothèse d’une modification 
dans la durée de vie.  
La détection de la date k n’est pas la préoccupation principale dans ce travail. On note kn,S une 

statistique qui mesure la distance entre les distributions des deux sous-échantillons et l’on suggère 
l’utilisation de plusieurs statistiques globales fondées sur les 12 +mn −  statistiques kn,S .  

- Une statistique de type maximum :  ( )kn,

kn,

mnkm
n

SVar

S
=M axm

−≤≤
 

- Une statistique de type 2χ d’un premier genre :  ( )∑
−mn

m=k kn,

kn,
n SVar

S
=χ

2
2  

- Une statistique de type 2χ d’un second genre :  ( )∑ 











−mn

m=k kn,

kn,
n SVar

S
=χ

2
2~  

- Une statistique de type quadratique : n
T
nn SΣS=Q 1−  

où ( )mnn,mn,
T
n S,,S=S −...  et  Σ  est  la matrice des covariances de nS . 

- Une statistique linéaire :     kn,
mn
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où les poids nm,nnm, w,,w −...  sont choisis de sorte à minimiser la variance de nU sous la contrainte 

1=EUn . 

 
2.2  Le cas d’une distribution exponentielle  
Nous proposons pour la comparaison des moyennes des deux sous-échantillons le ratio des deux 



statistiques suivantes : 
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Pour supprimer le paramètre inconnu sous l’hypothèse nulle, on considère le ratio de ces statistiques : 
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dont l’espérance vaut 1 sous l’hypothèse nulle et dont on explicite la variance et la matrice des 
covariances, ainsi que les poids de la méthode linéaire. 
Ces cinq statistiques définies dans le cadre de distributions exponentielles (EAR ou Exponential Average 

Ratio) sont notées ( ) ( ) ( )12121 ~
nnn χ,χ,M , ( )1

nQ et ( )1
nU . 

Remarque : on montre que pour tout { }mnmk −∈ ,...,  avec 2≥m , on a : 
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et, pour tout couple ( ) { }2,...,', mnmkk −∈  tel que kk >' et 3≥m , on a :  
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La valeur de mdoit donc être supérieure ou égale à 3 pour cette famille de statistiques.  
 
2.3  L’approche non paramétrique  
Elle est fondée sur la statistique de Wilcoxon Mann et Whitney (WMW) : 
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Les expressions de l’espérance et de la variance de ( )2
kn,S sont bien connues, l’expression de la covariance 

de ( )2
kn,S  peut être explicitée.  On peut en déduire l’expression des  cinq statistiques précédentes dans le 

cadre non paramétrique ; elles sont notées ( ) ( ) ( )22222 ~
nnn χ,χ,M , ( )2

nQ et ( )2
nU . 

  
3 Les résultats 

Des simulations par Monte-Carlo ont été réalisées pour identifier les valeurs critiques de ces tests, puis 
pour comparer leur puissance. On a considéré quatre types de modèles : 
- Cas 1 : Les variables aléatoires du premier sous-échantillon suivent une loi exponentielle de moyenne 

{ }2,3,51 =µ  alors que celles du second échantillon sont distribuées avec une moyenne 12 =µ  
- Cas 2 : Les variables aléatoires du premier sous-échantillon suivent une loi exponentielle de moyenne 

{ }2,3,51 =µ  alors que celles du second échantillon sont distribuées selon une Weibull avec pour 

paramètre de forme 1.2  et pour paramètre d’échelle la valeur donnant 12 =µ . 
- Cas 3 : Les variables aléatoires du premier sous-échantillon suivent une loi de Weibull avec paramètre 

de forme 1.2  et pour paramètres d’échelle les valeurs donnant { }2,3,51 =µ , alors que pour le second 

échantillon le paramètre de forme est inchangé, mais le paramètre d’échelle fixé pour que 12 =µ . 
- Cas 4 : Les variables aléatoires du premier sous-échantillon suivent une loi de Weibull avec 3 comme 

paramètre de forme et pour paramètres d’échelle les valeurs donnant { }2,3,51 =µ . Les variables 
aléatoires du second échantillon sont distribuées comme le mélange de deux lois de Weibull avec 
comme proportions de mélange les valeurs( )85.0,15.0  : la première composante du mélange conserve 
la distribution avant rupture, alors que la seconde conserve la même valeur de forme et un paramètre 
d’échelle fixé de sorte à obtenir une moyenne 12 =µ . 



Deux indicateurs de performance ont été calculés : 
_
π̂  qui est un indicateur de puissance moyenne et 

_

l̂  
qui est un indicateur de perte moyenne. Soit ( )φπ ηθ ,,,, nSGFk  la fonction puissance du test dont les 

arguments sont : k  la date de rupture ; ηθ GF ,  les distributions inter-pannes avant et après la rupture 

selon les modèles décrits ci-dessus ; nS  la statistique de comparaison des sous-échantillons et φ  la 

statistique choisie (§2.1). La puissance moyenne s’écrit :   
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Pour définir le second indicateur, on détermine à nSGFk ,,, ηθ fixés, laquelle des statistiques φ  est la 

meilleure globalement : ( )φπφ ηθφ ,,,,ˆmaxarg*
nk SGFk= , ce qui nous permet de définir la perte de 

puissance pour les différentes statistiques globales : 

                              ( ) ( ) ( )knknn SGFkSGFkSGFkl φπφπφ ηθηθηθ ,,,,ˆ,,,,ˆ,,,,ˆ * −=  

Comme la date de rupture est inconnue, on considère la perte moyenne selon l’ensemble des valeurs  de 
k  : 

                              ( ) ( )φφ ηθηθ ,,,,ˆ
12

1
,,,ˆ

_

n
mn

mk
n SGFkl

mn
SGFl ∑

+−
=

−

=
 

 
La taille de l’échantillon est fixée à 20=n , la date de rupture en un point { }17,...,3∈k , le risque de 
première espèce est fixé à 05.0=α . Les valeurs critiques des tests ainsi que les puissances associées aux 
différentes alternatives considérées ont été calculées sur la base de 50.000 simulations. 
 
Les résultats des calculs de la puissance des différents tests sont confinés dans le tableau 1. D’autres 
statistiques non paramétriques ont été confrontées à EAR. Nous discutons ces résultats sur une application 
issue de données publiées sur des pannes dans le système d’air conditionné de dix avions Boeing. 
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Tableau 1 : calcul des puissances pour les différentes alternatives 1-4 et les différentes valeurs de { }5,3,221 ∈µµ . 
 
 


