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Résumeé.On s’intéresse au probleme de détection d’'uneurapdians le taux de défaillance
observé sur une série courte d’observations. Riésiggment, il s’agit de décider si les instants
séparant les défaillances successives sur une grite denobservations consécutives ont un
méme taux de défaillance, ou s'il existe un instkD{l,Z,..,n} tel que ce taux, constant jusqu’a

une datek inconnue, prenne a partir k+1 jusqu’an une autre valeur constante correspondant a
une augmentation de la fréquence de rupture. Oposaples observations indépendantes. Les tests
statistigues que nous proposons sont fondés suapport des moyennes empiriques sous
I'hnypothese classique de distributions exponemrtellls sont confrontés au test non paramétrique de
Wilcoxon-Mann-Whitney qui ne nécessite aucune hyps¢ paramétrique sur la loi du taux de
défaillance. La loi des statistiques proposées é@gend pas de la distribution inconnue sous
I'hypothese nulle d’homogénéité d ndates de défaillance, ce qui permet de calculewdésurs
critiques des tests suggérés par la méthode deeMoatio pour de petits échantillons. Des études
de puissance sont réalisées dans un cadre un peuapye, en considérant la famille des lois de
Weibull.

Mots-clés.Rupture, loi exponentielle, test de Wilcoxon-Mantitney

Abstract. In this paper, we address the problem of decidingither n consecutive
independent failure times have the same failue waif there exists somk O{1,...n} such that the

common failure rate of the firck failure times is different from the common failuege of the last
n-k failure times, based on an exponential lifetim&rdiution. The statistical test we propose is
based on the empirical average ratio under thengstson of exponentiality distributed. It is
compared to the one based on the Wilcoxon-Mann-{Wekitstatistic for which no parametric
assumption on the underlying distribution is neagssThe proposed statistics are free of the
unknown underlying distribution under the null hyipesis of homogeneity of trnfailure times
which allows computing critical values of the susigel tests by Monte Carlo methods for small
sample size.
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1 Introduction

Les entreprises industrielles ont besoin de suevelh qualité et la fiabilité des produits qu'alle
fabriquent. On dispose généralement des datesfdélaléce de chacune des piéces. Cependant lorsqu’i
s’agit de composants hautement fiables, les taugashme sont extrémement faibles, aussi dispose t'on
d’échantillons de petite taille ou de taille moderée contréle en ligne et la détection rapide d'un
augmentation du taux de panne constitue un vrdl@noe. Parmi les méthodes proposées, nombreuses
sont celles fondées sur une statistique de typeirma. Cependant, nous sommes face a deux
problemes : le premier est la difficulté de prenane décision sur la base de résultats asymptatidomet

on dispose pour ce type de statistique ; le seestdld au fait que la distribution de ces statistig
dépend de la loi sous-jacente des observations I8ogpothése nulle. Dans ce travail, nous propeson
deux types de méthodes : la premiere approchéhgitothese que les intervalles de temps sépareumt d
défaillances successives sont de nature exporlentiel seconde basée sur la statistique de Wiltoxo
Mann-Whitney est de type non paramétrique.

2 Les méthodes proposées
2.1 Le principe méthodologique général
Il est le suivant :
1. On divise I'échantillon en deux sous-échantilo (X ,.. X )et (Xg+1,..Xp) pourk Of{m,..n—m}
2. On calcule la valeur de la statistic S, de comparaison de deux échantillons pour chacupaiess

de séparation en faisant vark r
3. On utilise 'ensemble de ces statistiques poangre une décision sur I'hypothése d’une modificat
dans la durée de vie.

La détection de la datk n'est pas la préoccupation principale dans ce ira@n note Shk une

statistigue qui mesure la distance entre les Higions des deux sous-échantillons et I'on suggere
I'utilisation de plusieurs statistiques globalesdeées sur len—2m+1 statistique:S, .
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Une statistique de type quadratiquQ, = S, 2 ~S,,

ou §E = (Snm ,..,Sn,n_m) et 2 est la matrice des covariancessS,, .
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- Une statistique linéaire : U, = Y WypShk
k=m

ou les poidsWmyp ,...Wn—mp SONt choisis de sorte a minimiser la varianeeU, sous la contrainte
EU,=1.

2.2 Le cas d’une distribution exponentielle
Nous proposons pour la comparaison des moyennesdei®s sous-échantillons le ratio des deux



statistiques suivantes :
T IX o Ta~Te_ IX
k k n-k n-k
Pour supprimer le parametre inconnu sous I'hypetimegle, on considere le ratio de ces statistiques
n-k-1 T,
) =7k
dont I'espérance vaut 1 sous I'hypothese nulle @it con explicite la variance et la matrice des
covariances, ainsi que les poids de la méthodaitimé
Ces cing statistiques définies dans le cadre dehidisons exponentielles (EAR ou Exponential Avgra
Ratio) sont notéeM Y, 2V 721 Qr(11) etud)
Remarque : on montre que pour tk D{m,...,n— m} avecm=2,ona:
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et, pour tout coupl (k,k')0{m,....n—m}? tel quek'> ket m=3, ona:
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nkemnk ke (n-k -2)
La valeur demdoit donc étre supérieure ou égale a 3 pour cattdl€é de statistiques.

2.3 L’approche non paramétrique
Elle est fondée sur la statistique de Wilcoxon Mahwhitney (WMW) :

K n
s@=3x > 1
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Les expressions de I'espérance et de la varianlsr(ﬁz sont bien connues, I'expression de la covariance

de 85122 peut étre explicitée. On peut en déduire I'exgims des cing statistiques précédentes dans le

cadre non paramétrique ; elles sont noM r(12) ,)(r%(z) ’)?n(z) : Q,(]Z) et Ur(]z) :

3 Les résultats

Des simulations par Monte-Carlo ont été réalisémg dentifier les valeurs critiques de ces tegtss

pour comparer leur puissance. On a considéré quygies de modéles :

- Cas 1: Les variables aléatoires du premier sobaréition suivent une loi exponentielle de moyenne
W= {2,3,@ alors que celles du second échantillon sont tisbes avec une moyenu, =1

- Cas 2 : Les variables aléatoires du premier sobaréition suivent une loi exponentielle de moyenne
W= {2,3,@ alors que celles du second échantillon sont disées selon une Weibull avec pour
parametre de forme 1.2 et pour parametre d’écleeltaleur donnar x5 = 1.

- Cas 3: Les variables aléatoires du premier soargition suivent une loi de Weibull avec parametre
de forme 1.2 et pour parametres d’échelle lesuvsldonnan uq = {2,3,§, alors que pour le second
échantillon le paramétre de forme est inchangés tegparametre d’échelle fixé pour cu, = 1.

- Cas 4 : Les variables aléatoires du premier sobargition suivent une loi de Weibull avec 3 comme
parameétre de forme et pour parametres d’échellevddmsurs donnany1={2,3,5}. Les variables
aléatoires du second échantillon sont distribu@snee le mélange de deux lois de Weibull avec
comme proportions de meélange les vaI( 0.15085) : la premiére composante du mélange conserve
la distribution avant rupture, alors que la secotmigserve la méme valeur de forme et un paramétre
d’échelle fixé de sorte a obtenir une moye u» = 1.



Deux indicateurs de performance ont été calcu7rsqui est un indicateur de puissance moyenrf et
qui est un indicateur de perte moyenne. :n(k, FQ,G”,Sn,(D) la fonction puissance du test dont les

arguments sontk la date de rupture Fg,G,, les distributions inter-pannes avant et apréesufdaure

selon les modeles décrits ci-desstS,, la statistique de comparaison des sous-échariledig la
statistique choisie (82.1). La puissance moyen@éeris’:

#lFo.GpSn0)=———— 3 ik Fg.G;.Sn.0)

n-2m+1yx-m
Pour definir le second indicateur, on détermink, Fg,G,, S fixés, laquelle des statistiqui¢: est la

meilleure globalemenqi =argmax¢,f7(k, FH,G”,Sn,w), ce qui nous permet de définir la perte de
puissance pour les différentes statistiques glshale

f(k, FH’GU’Sn’¢): ﬁ(k, Fe’Gn’Sn’ﬂt)‘ﬁ(k’ FH’GH’SH’W)

Comme la date de rupture est inconnue, on considgrerte moyenne selon I'ensemble des valeurs de
k :

= 1

((Fo.G,,50.9)= 'S (k. Fo.Gy.Sn.4)

n-2m+1y-m

La taille de I'échantillon est fixée n=20, la date de rupture en un pok{3...17}, le risque de

premiére espéce est fixéa = 005. Les valeurs critiqgues des tests ainsi que lesspaces associées aux
différentes alternatives considérées ont été acddsusur la base de 50.000 simulations.

Les résultats des calculs de la puissance degatiti tests sont confinés dans le tableau 1. Eautr
statistiques non paramétriques ont été confror@desR. Nous discutons ces résultats sur une apipiica
issue de données publiées sur des pannes darssdmeyd’air conditionné de dix avions Boeing.
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e Cive  Toadiatos EAR statistic ¥ MY statistic
s M Xa X2 O U Mn X2 X Cn Us

. T 0270 0263 0,296 (0257 0223 0323 0228 0235 0217 0.2
] 043 009 0018 0056 0080 0019 0015 D01 0036 D018
" T f.188 0238 0248 0149 0167 0279 0.283 0279 0260 D278
2 3 0073 0023 0015 0412 Do9d 0025 002l ORS D35 DUO96
2
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i 0055 0019 0012 DOFT 0004 0015 ODIl DOold DO 00015
’ b3 0020 0080 00898 0000 0070 0690 LGR3 D6EE  DAT2 D672
I 0097 0037 0018 0116 0046 0074 0081 DOFS 003 D.0se
; 7 0525 0541 0535 0503 0416 03 0.308 D302 0378 D388
£ 0055 0039 0043 0077 0464 0038 0037 DMl DDSS D45
. 7 0477 0522 0.524d 0413 0370 D490 0488 0485 0468 D470
3 00585 0041 0038 050 0484 0050 D052 DOSE  DOTL 0.061
3
4 T 0.495 0523 0.526 0462 0383 0376 0377 D373 0360 D370
F 0066 0038 0 0037 0000 0478 0035 0034 0038 0051 D4l
P T 0472 0528 0527 0980 0.588 0.790 0780 D738 O7VE D.7TI
{ 0145 ©008% 0090 0328 0081 0075 008 DOTE  DORG D093
i 5 0.809 0797 0780 0791 0600 0.604 035098 0306 0581 DGST
r 042 0053 0071 0060 0459 0065  0O7L D072 DOSS D081
o T 0.814 0808 0785 07 0703 0.702 0604 D606 0653 D.683
- £ 0051 0057 0077 009 0462 0078 0086 D083 0OOT  D.09T
5
4 7 0.804 075 0778 OF7E 0682 0593 0588 DE8T 0570 DT
3 08 D057 0074 DOT4 040 0084  0DEY  DOFD D028 D079
i T 0.854 0835 0795 0816 0830 0805 0795 0804 0795 D.U7ET
) 002 0031 0071 0050 0037 0073 0082 DOT4 0083 DOm

Tableau 1 : calcul des puissances pour les différes alternatives 1-4 et les différentes valeurs (/1> D{ 2,3,5} .



