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Résumé. Dans des travaux récents, Taylor, Lockhart et Tibshirani ont proposé une
nouvelle statistique de test pour le probléme général de détection de signal en utilisant
les propriétés de lalgorithme LARS (Least-Angle Regression). Sous 'hypothése nulle,
ils donnent une distribution exacte pour leur statistique de test et ce en dimension quel-
conque. A notre connaissance, aucun résultat n’a encore été démontré concernant son
comportement sous l'alternative. Dans ce papier, nous prouvons que ce test est bien sans
biais. De plus, nous comparons son efficacité a celle du test d’adéquation du x? dans de
nombreux cas.

Mots-clés. Minimisation [y, LASSO, test de nullité, puissance.

Abstract. New test statistic for signal detection with exact distribution in finite di-
mension and using Least-Angle Regression (LARS) have been proposed by Taylor, Lock-
hart and Tibshirani. To the best of our knowledge, no results have been shown regarding
the distribution of their statistic under the alternative. For the first time, this paper
investigates the power of this test. In particular, we prove that their test is unbiased.
Furthermore, we compare the power of their test to the power of the chi-square test.

Keywords. [; minimization, LASSO, global null test, power.

1 Introduction

Dans cet exposé, nous considérons le probléme classique de la régression linéaire. On se
donne un vecteur de sortie Y € R™ et une matrice de prédicteurs (dite matrice de design)
X € R™P telle que

Y =Xp"+e avec e~N(0,X),

et on cherche a déterminer g* € RP. On définit I'estimateur Lasso par

~

g1 )
BN = arg min { SV — XBIE+A] }



o A > 0 est un paramétre d’ajustement qui gouverne le niveau de sparsité de B (A). Une
question importante dans I'estimation Lasso concerne le nombre d’éléments non nuls de
£*. Afin de réaliser un test de nullité globale

Ho: =0 against H;:p*#0.

Taylor and al. [10] définissent, dans un contexte plus général de problémes de pénalisation,
la statistique de test suivante
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S = : (TLT statistic)

ou ® désigne la fonction de répartion d’'une Gaussienne centrée réduite, A\; désigne le
premier temps d’entrée d’un parameétre dans B, v;, et v} sont des variables définies dans
[10]. Dans leur papier, ils démontrent que S suit une loi unforme sur [0, 1] sous Hy. De
plus, ils définissent la zone de rejet comme étant

Reject,, := {5 < a},

pour tout a € (0,1). En d’autres mots, S est la p-valeur. Malgré tout, ce choix de zone
de rejet peut paraitre arbitraire. En effet, de nombreuses transformation de S suivent une
loi uniforme. Cependant, I'intuition nous conduit a dire que S prend de petites valeurs
sous l'alternative. Dans la suite, nous démontrons que le test TLT est bien sans biais
pour cette zone de rejet, nousdonnons une formule pour calculer la puissance du test et
nous le comparons a un test d’adéquation simple sur Y.

2 Reésultats théoriques

Sans perte de généralité, nous pouvons considérer le cas ¥ = I, et || X;||2= 1 o X, désigne
la i-éme colonne de la matrice de design X. Dans ce cas, le vecteur des corrélations
U = XTY satisfait

U= (U U) N,(0,R)  sous | hypothse nulle,

T N,(p*, R) sous ' alternative ,
ot R = XT"X et u* = RB*. Il est bien connu que \; = ||U]|». Supposons maintenant que
les colonnes de X sont deux a deux non colinéaires. Cela implique, avec probabilité 1,
qu’il existe une unique paire (¢,€), 7 € [1,p] :=={1,...,p} , € = £1 telle que €U; = ||U||

et les événements &; . = {eU; = ||U||} sont p.s. disjoints. Notons
P
M=) Ui,
i=1 e=+1
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ou 1 désigne la fonction indicatrice d’ensemble. En utilisant un argument de regression
Gaussienne standard, pour tout ¢, € [1, p]

Uj - RJZUZ + UJZ,
ol le reste Uj’-' est indépendant de U;. Définissons, pour tout 1 <i < pet e = +£1,

)\m:\/{ 6U; y —6U}}
: i L Ry L R

ot a Vb = max(a,b). Cette notation est trés liée a la précédente car &, = {\5° < U;}.
En effet, considérons j # i, alors

{—¢eU; < U; <eU;} ={—clU; < eU; < €U},
={—-cU;(1+Rj;) <e(U; — R;U;) <eU; (1 — Rj)},
eUl —eU?
J
= U;}.
{{1—3 1+Rﬂ} <eti)
Enfin, on peut en déduire, en utilisant la formulation standard donnée pour Ay dans [5],
que la variable aléatoire Ay s’écrit

p
Ay = Z Z )\é’a]lgiye .

i=1 e==%1

ce qui donne ’écriture de couple

p

(A1, Ag) = Z Z (eUs;, )\;’E)]I{EUi>)\;,s} . (1) ’eq:DefJointeKn

i=1 e==%1

Cette formulation est la base du calcul de la puissance. En effet, par argument de
régression, en utilisant I'indépendance entre U; et U;, on peut produifier la densité pour
trouver

Proposition 1 Pour tout o € (0,1), on pose
he(0) = é—l(acﬁ(z)) — (2) [eqin

ot ®~1 désigne la fonction inverse de ®. Alors,

P (S <a)=aE, {Z Z exp [epfh 6U)}]lcm} . (3) ’eq:secEXpressi

i=1 e==%1
avec Cie = {(u1,...,up) € RP 5 Vj #1, |uj|<ew;}.
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I : prop

De cette proposition, on déduit directement
Corollary 2 Sous Hy, la statistique S suit une loi uniforme sur [0, 1].

Enfin, en utilisant de maniére astucieuse le lemme d’Anderson (voir dessous ou [1])
pour la densité Gaussienne, on peut démontrer le caractére sans biais du test TLT.

Proposition 3 Anderson’s inequality for Gaussian measure
Soit E un ensemble convexe de RP, symétrique par rapport & lorigine et Z ~ N(0,%).
Alors, pour tout k € [0,1] et p € RP,

P(Z+kueE)>P(Z+yec k). (4)

Cette utilisation du lemme d’Anderson est d’ailleurs particuliérement troublante car une
preuve assez rapide du caractére sans biais du test en dimension deux découle de son
application. Malgré tout, cette preuve s’avére bien plus géométrique que la preuve générale
en dimension quelconque.

3 Comparaison numérique avec le x>

3.1 A Matlab Toolbox

Afin de calculer numériquement la puissance grace a la formule (3), nous avons besoin
d’outils d’intégration en grande dimension. Dans un premier temps, (3) peut-étre vu
comme une intégrale Gaussienne en dimension n ou n = dim(Im(X)). En effet,

P, (S <a)=aE, (W(U,...,U,)) =aE (W(X'XB+ X'e)) (5)
ot € ~ N(0,%) et

WU, Un) =YY explepiha(eU)) e, (6)

i=1 e==%1

Pour calculer numériquement la derniére expression, nous utilisons un algorithme con-
struit par Alan Genz (voir [6] et [2]). Basé sur une réécriture de 'intégrale sur ’hypercube
[0,1]™ et sur une méthode d’intégration Monte-Carlo Quasi Monte-Carlo (MCQMC), il
s’avére trés efficace pour ce type de calculs. On pourra trouver la version légérement mod-
ifiée pour le calcul de la puissance du test TLT sur le site web de Stephane Mourareau.

Anderson

’power :function




3.2 2 test versus TLT test

On considére ici un simple test d’adéquation de Hy : * = 0 contre H; : 8* # 0. On définit
pour cela la statistique T =|| y ||3 qui suit une loi x?(n, || X3 ||3) ou x*(a,b) désigne la loi
x? avec a degrés de liberté et un paramétre de décentrement b. Notre but est de comparer
ce test a celui proposé par [10] dans différents cas.

Dans les simulations, la matrice de design X est composée de n X p réalisations in-
dépendantes de loi normale centrée réduites, la moyenne 3 est tirée selon un loi normale
centrée de variance 2 (signal important), variance 1 (signal moyen) ou selon une loi uni-
forme sur [0, 1] (faible signal). Les résultats sont assez contrastés, le test TLT semble
plus efficace dans le cas de grande dimension lorsque un écart significatif existe entre les
2 plus grandes moyennes (voir Figure 2). A l'inverse, quand les f3; sont du méme ordre
de grandeur, le test du x2, basé sur la norme, s’avére bien plus puissant, méme dans des
cas de trés grande sparsité (voir Figure 1).

Pour les simulations, nous avons fait le choix de prendre o = 0.05 qui est un choix
classique. D’autres simulations pour un niveau o = 0.01 ont donné des résultats similaires.

chi-square power
=

chi-square power

chi-square power
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Figure 1: De gauche a droite, 2.000 simulations présentant la puissance du test TLT
contre celle du test du y? dans plusieurs cas sparses (s,n,p) = (5,10,50), (10,50, 100)
and (10, 100, 200). Dauns ce cas, le signal est considéré comme grand (voir détail au dessus).
Le test du x? s’avére plus puissant dans 91, 98 et 99 % des cas.
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Figure 2: Sur la premiére figure (gauche), (s,n,p) = (1,100,400) et la moyenne est is-
sue d'une N (y/2log(p),1). Dans le second cas (centre), une moyenne est tirée selon
une N(y/2log(p),1) et les autres selon une A(0,1). Dans le dernier cas, (s,n,p) =
(3,100,400) et toutes les moyennes sont issues d’une N(y/2log(p),1). Quand une
moyenne domine, le test TLT semble plus efficace. Cependant, quand I’écart entre les
2 plus grandes moyennes diminue, le test du y? semble plus robuste.
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