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Résumé. Nous considérons I'estimation de la valeur a risque (VaR) conditionnelle d’un
portefeuille d’actifs. La composition du portefeuille peut varier au cours du temps et le vec-
teur des rendements est supposé satisfaire un modele de la forme €; = p,(¢,) + 2:(90)n;,
ou p, () et Xi(19y) sont respectivement la moyenne et la variance conditionnelle de ¢;.
Sous I’hypothése que la loi de I'innovation m), est sphérique, la VaR conditionnelle est
caractérisée par un parameétre. Nous donnons un estimateur de ce paramétre de VaR et
nous étudions sa distribution asymptotique. Une autre approche multivariée, qui n’est
pas fondée sur I’hypothése de sphéricité, est développée et ses propriétés asymptotiques
sont établies. Des expériences de Monte Carlo et une étude empirique illustrent la supé-
riorité de ces deux approches multivariées sur I'approche univariée fondée sur la série du
rendement du portefeuille agrégé.

Mots-clés. Risque d’estimation et risque financier, GARCH multivarié, Régression
quantile, Valeur a risque.

Abstract. This paper is concerned with the estimation of the conditional Value-at-
Risk (VaR) of a portfolio of assets. The composition of the portfolio is time-varying and
the vector of returns is assumed to follow a multivariate model of the form €, = p,(y,) +
3:(90)n,, where p,(¢0,) and 2;(9) are general conditional mean and variance of €;. Under
the assumption that the distribution of the innovations, 7, is spherical, the asymptotic
distribution of an estimator of a VaR parameter, characterizing the conditional VaR, is
established. A different multivariate approach, not relying on the sphericity assumption, is
developed and its asymptotic properties are established. Monte-Carlo experiments and an
empirical study illustrate the superiority of the multivariate approaches over a univariate
approach based on the sole series of portfolio returns.

Keywords. Estimation risk and financial risk, Multivariate GARCH, Quantile Re-
gression, Value-at-Risk.

1 Introduction

Soit p, = (P1t,- .., pmt) le vecteur des prix de m actifs risqués a la date ¢. Soit €, =
(€1t, - .., €me)" le vecteur des log-rendements, tel que €; = log(pit/pit—1) pouri =1,...,m.
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On note V; la valeur en ¢t d'un portefeuille composé de ;-1 unités de 'actif 4, pour

1=1,...,m:
m m

Vo = Z,uipio, Vi = Zﬂi,t—lpm pour ¢t > 1
i=1 i=1
out les p;,—1 sont des fonctions mesurables des prix jusqu’a la date ¢ — 1, et les p; sont des
constantes. On suppose généralement que 'investisseur peut rebalancer son portefeuille
sous la contrainte d’autofinancement, de sorte que la valeur en ¢ du portefeuille acheté en
t — 1 égale celle du portefeuille acheté en t.
SF : Le portefeuille vérifie > 0" | fi; 11Dt = Y ooy MitPit-

. L . . . P

Sous SF, le rendement du portefeuille au cours de la période[t—1, t] satisfait V:/tl —1= e,g ),
avec

m

(P) _ o - Hit—1Dit—1 1
€ = Ait-1€it = X 1€, Qit—1 = Tm , =1L, m,
i1 ijl Hjt—1Pjt—1
S _ !/ / _ _ /

ot a1 = (a14-1,---,ame—1)" est tel que e’a;_; =1, en posant e = (1,...,1)".

A la suite de Bale II, les banques mesurent souvent le risque d’un portefeuille d’actifs
en estimant des VaR, c¢’est-a-dire des quantiles pour le rendement futur. Plus précisément,
la VaR conditionnelle de e(”) au niveau de risque a € (0, 1), notée VaR!”) (7)), est définie
par

P eip) < —VaRgf)l(e(P)) = q,

ot P,_; désigne la distribution conditionnellement a {egp)m < t}. La VaR condition-
nelle s’oppose a la VaR marginale, qui est fondée uniquement sur la loi marginale des
rendements et ne tient pas compte de leur dynamique (voir e.g. McNeil, Frey et Em-
brechts (2005), Kuester, Mittnik et Paolella (2006) et Escanciano et Olmo (2010), qui ont
clairement montré la supériorité de la VaR conditionnelle sur la VaR marginale).

[’évaluation d’une telle mesure de risque conditionnelle nécessite donc : soit i) un mo-
dele dynamique pour le vecteur des facteurs de risque (€;), ou ii) un modeéle dynamique
pour la série univariée (eip)). L’approche univariée semble plus simple, mais subit inévita-
blement une perte d’information liée a I'agrégation des risques. Plus fondamentalement,
I’approche ii) ne sera pas valide dans la situation usuelle ou le vecteur de poids a;_; n’est
pas constant, car la série (eip)) peut alors étre non stationnaire.

Dans le cadre multivarié i) nous considérons un modéle général du type

€ = py(po) + i (Fo)ny, (1.1)

ot (n,) est une suite de vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués (iid)
a valeurs dans R™ de moyenne nulle et de variance identité, la matrice X;(y) est non
singuliére. Cette matrice et le vecteur p,(¢p,) sont des fonctions des valeurs passées de €,
paramétrées par Oy = (), ;) € R x R, d = d; + d,

pi(Po) = (€1, €2,...590), (Vo) = X(€-1, €-2,...:00). (1.2)



On supposera que

AO : (€¢) est une solution strictement stationnaire et causale de (1.1)-(1.2).
La VaR est alors donnée par
VaR(% () = —al_py(py) + VaR(% (2] S(90)m,) (1.3)

Nous allons maintenant décrire et étudier le comportement asymptotique de deux
estimateurs de VaRl(ﬁ)l(e(P )). La premiére approche requiert 1’hypothése que la loi de
I'innovation m, est sphérique. La seconde approche est un peu plus complexe mais relache

I’hypotheése de sphéricité.

2 Principaux résultats

2.1 Parameétre de VaR conditionnelle

Commencons par considérer le cas ot la loi de l'erreur n, est sphérique :
Al:  pour tout vecteur A € R™ non aléatoire, A'n, < I A7,

ou || - || désigne la norme euclidienne de R™, 7, désigne la composante ¢ de n,, et 2
signifie 1'égalité en distribution. En notant © = O, x Oy 'espace des parameétres, on
suppose également que @y € O et que
A2 : il existe une fonction continument différentiable G telle que pour tout 9 €
Oy, tout K > 0, et toute suite (x;); de R™

KX(x1,X9,...;9) = X(x1,Xg,...;9"), oud =G K).

Tout modeéle raisonnable de type GARCH est stable par changement d’échelle, et vérifie
donc A2. Sous ces hypothéses, pour a < 1/2, nous avons

VaR{®, (D) = —al_ 1, (py) + [|a)_, Zi(95)||

ou
198 = G (1907 51*201) )

et &1 9, désigne le quantile d’ordre (1 — 2a) de |ny¢], c’est-a-dire, sous A1, I'opposé du
quantile d’ordre o d’'une composante de 7,.

Le paramétre 67 = (), 95 ), qui tient compte a la fois d'un quantile de la loi des
erreurs et du parameétre 6y de la dynamique, peut étre appelé paramétre de VaR de
niveau «. Ceci étend le concept introduit dans le cadre de modéles GARCH univariés par
Francq et Zakoian (2015). Le paramétre de VaR s’estime naturellement en deux étapes.

~/

Dans une premiére étape, on introduit un estimateur 6, = (@.,,9,) de 6y, obtenu
a partir des observations €1,...,€, et des valeurs initiales €y, €_q,.... Pour t > 1 et
(¢',9") € O, on pose

ljt(‘P) = Z(etfly c -7617%/072717 s 7()0)7 Et(ﬁ> = 2(61571, s '7617%/07%/717 te 719)



~ e ~ ~ ~
Dans une seconde étape on calcule les résidus 1, = £, (9,){e:—n,(8,)}) = ey - -+ s hnet)’
puis le quantile empirique &, 1-9, d’ordre (1 —2a) de {|Di], 1 <7 <m,1 <t <n}.
Un estimateur de la VaR conditionnelle de niveau « est alors donné par

VaRt—1(€(P)) = _a;—ll"l’t(‘pn) + |!a£_1§3t(’l9n)l|€n,1_2a.

2.2 Loi asymptotique de ’estimateur du paramétre de VaR

On suppose que lestimateur de 6 satisfait les conditions de régularité suivantes.
A3 : Quand n — oo, presque strement (p.s.) 6, — 6g, et on a

-~ op(1) 1 u
Vi (8.—00) " =" ALV (n,),
i t
ot V/(+) est une fonction mesurable, V : R™ — R¥ pour un entier positif k, et A;_;
est une matrice d X k, mesurable par rapport a la tribu engendrée par {n,, u < t}.
Les variables A; et V'(n,) appartiennent a L? avec EV (n,) =0, var{V(n,)} =7

non singuliére et FA; = A = # ] de plein rang ligne.

Ay
Soit ¥ := ATA' = < i‘o"’ gvﬂ ) = (P¥., Wy). Laloide @ii)l(ag,let) sera obte-
v Yoo

nue a partir de la loi asymptotique jointe de (b\;,ﬁml_ga). Nous avons pour cela besoin
d’hypothéses d’identifiabilité et de dérivabilité.
A4 : Pour tout & € R¥ y € R™,

2V(n)+yven) =0, ps. = x=0k, y=0,,

ot Va(nt) = (1{|771t\<$172a} —1420,..., 1{‘77mt|<§172a} -1+ 20[)/.
A5 : Les fonctions ¢ — p(xy, 29, ...5¢) et 9 — X(x1,x9,...;1) sont continument
différentiables sur ©, et ©y respectivement.

Théoréme 2.1 Supposons les hypotheses A0-A5 satisfaites. Soit o € (0,0.5). On sup-
pose que les variables |nk| admettent une densité f continue et strictement positive dans
un voisinage de &1_oq. Alors

-~

\/ﬁ( On =60 ) £, N(o,a::(}f = ))
gn,l—Qa - 61—204 ':‘95 le2a

o Q = F [{Uec (Efl)}/{%vec(zt)}], W, = Cou(V(n,),Ny), Ya = var(Ny), avec
Ne = Z;n=l Limil<er 2ay — 1+ 20, et

-1 1
o = G (B R  AW
1-2a
1 2517204

C1—2a {6%_2049‘1’19199/ + QAﬁWa + L} )

m? F2(€124)

f(fl*?@l)
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De plus, 2 est inversible.

2.3 Estimation de la VaR sans ’hypothése de sphéricité
D’apres (1.3), la VaR conditionnelle est

VaR{™, () = VaR\™, {a)_ p,(@y) + a)_ Zi(90)m,} = —a)_ iy (o) — galt; 90)

ol ¢, (t; ) est le quantile théorique d’ordre v de ¢;(9¥)n,, avec le vecteur (que I'on consi-
dére comme non aléatoire)

ci(9) = a;_ 54(9).
Cette quantité peut étre estimée par

~

—= (a) ~
VaRM,t—l(ﬁ(P)) =a;,_pu,(Pp,) — na(t; 0y),
ol ¢ (t; @n) désigne le quantile empirique d’ordre « de
{7, t-n<s<t-1}

et En est obtenu avec les observations passées €;_,,...,€_1.

Soita : @y — R™et b: O, — R des vecteurs de fonctions continument différentiables.
Soit ¢, () le quantile théorique d’ordre o de b(p) — a’(9)n,(0), ot n,(0) = ;' (9){e; —
(@)}, Soit g,.(0) le quantile empirique d’ordre o de {b(¢) — a’(9)n,(0),1 <t < n}.
Nous avons besoin de cette nouvelle condition d’identifiabilité.

A4g* Pour tout & € RX |y € R,

w’V(m) + y(]-b(z,oo)fa/('ﬁo)m<%(90) - Oé) =0, a.s. — x=0g, y=0.

Le résultat suivant fournit la loi asymptotique de qn,a(an).

Théoréme 2.2 On suppose A0, A3, A4*. Soit o € (0,0.5) et qo(0y) > 0. On suppose
que la variable a'(¥g)n, admet une densité f, continue et strictement positive dans un
voisinage de xoy = b(@y) — ¢a(60). On suppose également que les composantes de n, ont la
méme distribution. Alors

~ / / —1 _
V{na(0,) — 4a(60)} LN (0, 0% = wWw+2WAA, + 04](03(3:5)) ,

ot A = Cov(V (1), Lip(py)—a(90)m, <40 (60)}) €L

’ ob To

o = [l +d@EC) e { @9 @ L)ED) - 500}




avec 5
. / . ) w—10H
Ct - (Clt v Cmt) ) th = vec {ekzt a—cpl} ,
en notant ey la colonne k de la matrice identité m X m, et

0
D, =(D,...D,,), Dy, = (I, ® e},%; I)W {vec(%y)} .
De plus 0 > 0.

: . . —= (@) —= (@) .

La comparaison empirique des deux estimateurs VaR,_; (€()) et VaR)/,_; (¢®7)), ainsi

que l'estimateur obtenu en ajustant directement un modéle GARCH univarié sur la sé-

rie €(P)] est globalement & avantage de \Ta?{i\j’)tfl(e(lj )} car I'hypothése de sphéricité est

souvent irréaliste (les rendements financiers présentent typiquement des asymétries in-
compatibles avec cette hypothése).
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