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Résumé. Nous proposons un nouveau test de normalité dans un espace de Hilbert à
noyau reproduisant (RKHS). Ce test reprend le principe de la MMD (Maximum Mean Dis-
crepancy) - traditionnellement employé pour des tests d’homogénéité ou d’indépendance.
Notre méthode intègre une procédure spéciale de bootstrap paramétrique - typique des
tests d’adéquation - qui est parcimonieuse en temps de calcul par rapport au bootstrap
paramétrique standard. En outre, une borne théorique pour l’erreur de Type-II est donnée.
Enfin, des simulations montrent la puissance de notre test là où les tests de normalité
courants deviennent rapidement inutilisables en grande dimension.
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Abstract. We propose a new goodness-of-fit test for normality in a Reproducing Ker-
nel Hilbert Space (RKHS). This test thrives on the same principle as the MMD (Maximum
Mean Discrepancy) which is usually used for homogeneity or independence testing. Our
method makes use of a special kind of parametric bootstrap (typical of goodness-of-fit
tests) which is more efficient than standard parametric bootstrap. Moreover, an upper
bound for the Type-II error is provided. Experiments illustrate the practical improve-
ment allowed by our test in high-dimensional settings where common normality tests are
known to fail.
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1 Processus gaussiens dans un RKHS

Les méthodes à noyaux permettent de traiter des types de données de natures diverses
(séquences d’ADN, graphes, . . . ) en transposant le problème dans un contexte maniable.
Formellement, étant données des observations dans un ensemble quelconque X et une
fonction k : X × X → R (le noyau), on peut associer à une observation X le vecteur
k(X, .) vivant dans un espace de fonctions engendré par k appelé le RKHS lié à k et
noté H(k) [Aro50]. On est donc ramené à manipuler des données vectorielles (en grande
dimension).
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Il est très courant que les observations dans le RKHS soient supposées gaussiennes.
Par exemple, [BFG12] propose une méthode de classification supervisée et non-supervisée
en modélisant chaque classe par un processus gaussien. Cette hypothèse-clé de normalité
est souvent faite implicitement, comme par exemple pour l’analyse en composantes princi-
pales à noyau [Zwa05] afin de contrôler l’erreur de reconstruction [Nik10], ou encore dans
[SKK13] où un test d’égalité de moyennes est employé dans un cas de grande dimension.
Il semble alors nécessaire de vérifier cette hypothèse cruciale.

Selon la structure du RKHS (dimension finie ou infinie), on peut faire appel à des
tests de normalité de type Cramer-von-Mises [Mar70, HZ90, SR05]. Néanmoins, ces tests
se révèlent moins puissants lorsque la dimension augmente [voir SR05, Table 3]. Une
méthode alternative consiste à projeter des objets de grande dimension sur des direc-
tions unidimensionnelles choisies aléatoirement, puis d’appliquer un test univarié sur ces
marginales [CAFR06]. Toutefois, de telles approches pâtissent d’une perte de puissance
[voir CAFR06, Section 4.2]. Plus spécifiquement dans le cas d’un RKHS, [GBR+07] a
introduit la Maximum Mean Discrepancy (MMD) et a proposé un test statistique pour
distinguer la distribution de deux échantillons. La MMD a egalement été utilisée pour
établir un test d’indépendance [GFT+07]. Néanmoins, le cas du test d’adéquation (de
normalité par exemple) n’a pas encore été étudié dans ce contexte.

Notre contribution principale est de fournir un test statistique d’adéquation à la loi
normale qui soit algorithmiquement efficace et pouvant être appliqué à des données dans
un RKHS (Rd étant un cas particulier de RKHS). Notre test intègre une procédure de
bootstrap paramétrique qui est algorithmiquement allégée par rapport à sa version stan-
dard.

2 Test de normalité dans un RKHS

2.1 Statistique de test

Nous disposons d’un échantillon (X1, . . . , Xn) à valeurs dans un ensemble X . X est
supposé muni d’un noyau k : X × X → R. On peut bâtir (sous certaines conditions) à
partir de k un espace de fonctions H(k) contenant toutes les combinaisons linéaires des
fonctions d’évaluation k(x, .), x ∈ X . H(k) est le RKHS associé à k [Aro50].

Considérons les variables Yi = k(Xi, .) (i = 1, . . . , n) de distribution P dans H(k).
Notre but est de tester l’hypothèse nulle H0 selon laquelle (Y1, . . . , Yn) est issu d’un pro-
cessus gaussien P0 = N (µ,Σ) (c’est-à-dire < Y, f >H(k)∼ N (< µ, f >H(k), < Σf, f >H(k))
pour tout f ∈ H(k)) dont les paramètres µ (moyenne) et Σ (covariance) sont (en général)
inconnus et doivent être estimés.

Pour ce faire, nous considérons un second noyau k̄ défini sur H(k̄) et nous associons à
chaque distribution P sur H(k) l’élément moyen µ̄[P ] dans H(k̄) [BTA04, Chapitre 4]

P 7→ µ̄[P ] := EY∼P k̄(Y, .) . (2.1)

2



L’idée est de comparer deux distributions dans H(k) au travers de leurs éléments moyens
respectifs dans H(k̄). Pour cela, il faut s’assurer que k̄ soit tel que l’application (2.1) est
injective (autrement dit, ||µ̄[P ] − µ̄[Q]||H(k̄) = 0 implique P = Q). Un tel noyau k̄ est

dit caractéristique [SFL11]. Par exemple, il est bien connu que le noyau exponentiel k̄ =
exp( < ., . >H(k)) et le noyau gaussien k̄ = exp(−σ||.−.||2H(k)) (σ > 0) sont caractéristiques

[FSGS09].
Ainsi, dans notre cadre de test, la distance de P à la famille des lois normales est

définie via la quantité

∆ = ‖µ̄[P ]− µ̄[N (µ,Σ)]‖2
H(k̄) ,

où µ = EPY et Σ = EP (Y − µ)⊗2.
N’ayant pas accès entièrement à la véritable distribution P , nous considérons en pra-

tique la statistique de test

∆̂ =
∥∥∥µ̄[P̂ ]− µ̄[N (µ̂, Σ̂)]

∥∥∥2

H(k̄)
, (2.2)

où µ̄[P̂ ] = (1/n)
∑n

i=1 k̄(Yi, .) et µ̂ et Σ̂ sont des estimateurs consistants de µ et Σ.

2.2 Une version rapide de bootstrap paramétrique

Pour mettre en place un test de normalité à partir de la statistique (2.2), il faut estimer
sa distribution sous l’hypothèse nulle et en déduire une valeur critique liée à un niveau de
confiance α. Il est possible de l’estimer avec une procédure de bootstrap paramétrique,
qui consiste à générer B échantillons (Y

(b)
1 , . . . , Y

(b)
n ) (b = 1, . . . , n) de la loi N (µ̂, Σ̂) puis

de calculer B quantités ||µ̄[P̂ (b)]− µ̄[N (µ̂(b), Σ̂(b))]||2
H(k̄)

où P̂ (b), µ̂(b) et Σ̂(b) sont recalculés

à partir des Y
(b)

1 , . . . , Y
(b)
n . La distribution empirique donnée par ces B quantités permet

d’approcher de façon consistante en n et B la véritable distribution nulle de ∆̂. Mais le fait
de devoir recalculer la covariance empirique Σ̂(b) à chaque réplication bootstrap alourdit
les calculs (décomposition en valeur propres d’une matrice n× n, soit une complexité de
l’ordre de O(Bn3)).

Pour pallier cette limitation, nous avons adapté à notre cas une version de bootstrap
paramétrique allégée en temps de calcul proposée dans [KY12]. L’idée générale consiste
à scinder la différence de vecteurs à l’intérieur de la norme dans (2.2) en une partie
comprenant la distance à la famille de loi normale et une seconde partie rendant compte
de l’erreur d’estimation de µ et Σ. Plus précisément, étant donnés des multiplicateurs

bootstrap (recentrés) Z̄
(b),...,Z̄

(b)
n

1 (b = 1, . . . , B), on considère

∆̂(b) =
∥∥∥µ̄[P̂ (b)]−D(µ̂,Σ̂)ϕ(µ̂(b), Σ̂(b))

∥∥∥2

H(k̄)
, b = 1 . . . B , (2.3)
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Figure 1 – (Gauche : Densités de la distribution de ∆̂ et de la distribution des repli-
cations bootstrap ∆̂(b), avec n = 1000 ; Centre et droite : comparaison des erreurs
de type-I et type-II de notre test avec d’autres tests de normalité multivariée (MVN) :
Henze-Zirkler et Energy Distance, avec le nombre de dimensions égal à d = 50.

où P̂ (b) = (1/n)
∑n

i=1 Z̄
(b)
i k̄(Yi, .), µ̂

(b) = (1/n)
∑n

i=1 Z̄
(b)
i Yi, Σ̂(b) = (1/n)

∑n
i=1 Z̄

(b)
i (Yi −

µ̂)⊗2 et Dϕ représente la dérivée de Fréchet de ϕ : (µ,Σ) 7→ µ̄[N (µ,Σ)]. On obtient alors
une estimation (consistante) de la valeur critique pour notre test avec une complexité
algorithmique de l’ordre de O(Bn2) au lieu de O(Bn3).

La précision de cette méthode de bootstrap paramétrique se vérifie en pratique. Par
exemple, la figure de gauche (Figure 1) illustre ceci dans le cas n = 1000 en superposant
les densités de la distribution cible (celle de ∆̂) et de la distribution bootstrap (celle
de ∆̂(b)). Un test de Kolmogorov-Smirnov dans cette simulation renvoie une p-valeur de
0.978.

2.3 Performances

Les performances de notre tests sont établies thoériquement et empiriquement. Outre
la validité asymptotique de notre procédure rapide de bootstrap, nous avons mis en
évidence une borne exponentielle pour l’erreur de Type-II de la forme :

(1 + on,B(1)) exp
(
−nL2[C + on(1)]

)
, (2.4)

où L2 = ||µ̄[P ]− µ̄[P0]||2
H(k̄)

désigne l’écart à la distribution nulle et C > 0.

Les figures du centre et de droite (Figure 1) comparent l’efficacité de notre test en terme
d’erreurs de type-I et de type II par rapport à plusieurs tests multivariés de normalité
fréquemment employés : Henze-Zirkler [HZ90] et Energy Distance [SR05]. On fixe le niveau
de confiance α = 0.05 et la distribution alternative comme étant un mélange de deux
gaussiennes de moyennes différentes (proportions de classes égales).

Avec un nombre de dimensions égal à d = 50, les tests concurrents ont une erreur de
type II stagnant à 1, tandis que celle de notre test décrôıt très vite vers 0. On observe
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que ces puissances de tests sont obtenues avec un niveau de confiance effectif (erreur de
type-I) sensiblement égal pour tous les tests (d’autant plus que n est grand). Ainsi, la
puissance de notre test par rapport aux autres n’est pas artificiellement induite par un
niveau de confiance réel trop conservateur (erreur de type-I trop petite).
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