RE-ECHANTILLONNAGE DANS UN SHEMA SEQUENTIEL
D’ECHANTILLONNAGE PREFERENTIEL

Coralie Merle 123

U Institut de Mathématiques et de Modélisation de Montpellier (ISM), Université de
Montpellier, coralie.merle@univ-montp2.fr
2 Centre de Biologie pour la Gestion des Populations (CBGP), INRA
3 Institut de Biologie Computationnelle (IBC), Montpellier

Résumé. Nous nous intéressons au calcul de la vraisemblance d’un modele a proces-
sus latent pour une valeur ¢ fixée du parametre d’intérét. Nous appliquons une méthode
d’échantillonnage préférentiel sur les trajectoires d'un processus Markovien de saut in-
homogene en temps jusqu'a un temps d’arrét 7. Pour améliorer cet échantillonnage
de l'espace des trajectoires, avant d’atteindre le temps d’arrét, nous proposons de ré-
échantillonner les débuts des trajectoires en fonction des poids et de l'état courant.
Nous expliquerons quand et comment ré-échantillonner. Les méthodes d’échantillonnage
préférentiel sont particulierement utilisées en génétique des populations. En effet, la dis-
tribution du polymorphisme génétique d’un échantillon actuel dépend de I’évolution de la
taille de la population au travers de processus stochastiques latents : son histoire passée.
Mais ces méthodes sans ré-échantillonnage ne sont pas toujours efficaces, en particulier
pour des modeles de populations dont la taille varie au cours du temps. Nous mettrons
en évidence le gain obtenu grace au ré-échantillonnage sur le cas d’une contraction de la
taille de la population.

Mots-clés. Echantillonnage préférentiel, ré-échantillonnage, processus Markovien de
saut, génétiques des populations, inférence démographique, coalescent.

Abstract. We consider the likelihood computation of a model with a latent process
for a fixed value ¢ of the parameter of interest. We apply an importance sampling method
on the trajectories of a pure jump measure-valued Markov process until a stopping time
7. To improve this sampling of the trajectories space, before reaching the stopping time,
we propose to resample the trajectories beginning according to the current weights and
states. We describe when and how to resample. The importance sampling methods are
particularly used in population genetics. Indeed the genetic polymorphism distribution of
a current sample depend on the evolution of the population size through a latent process:
its past history. However these methods without resampling are not always efficient,
particularly for population with varying size in time. We bring out the gain obtained
with the resampling technic in the case of a contracting population.
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1 Introduction

Le but de ce travail est de calculer la vraisemblance d’un modele a processus latent pour
une valeur ¢ fixée du parametre d’intérét. La vraisemblance des données en ¢ s’écrit alors
comme l'intégrale des probabilités de chacune des trajectoires du processus compatibles
avec les données observées.

On s’intéresse a une classe de méthodes de Monte-Carlo, basées sur 1’échantillonnage
préférentiel séquentiel (Sequential Importance Sampling : SIS). Dans ce shéma, la distri-
bution d’importance propose des trajectoires du processus parmi celles qui contribuent le
plus a la somme définissant la vraisemblance.

Ces méthodes sont utilisées en génétiques des populations, voir notamment (Griffiths
et Tavare,1994, Stephens et Donnelly, 2000, De Iorio et Griffiths, 2004a et 2004b, De
Torio et al., 2005). En effet, la distribution du polymorphisme génétique d’un échantillon
d’individus dépend de 1’évolution de la taille de la population au travers de processus
stochastiques (modeles de Wright-Fisher, généalogie de Kingman, etc.) non observés.
Dans ce cadre, le processus latent est 1'histoire (généalogie avec mutation) de I’échantillon
observé. Mais les méthodes d’échantillonnage préférentiel ne sont pas toujours efficaces,
en particulier pour des modeles de populations en déséquilibre (Leblois et al., 2014) et le
temps de calcul augmente fortement pour la méme précision de ’estimation de la vraisem-
blance en un point de l’espace des parametres.

Nous avons exploré ’échantillonnage préférentiel séquentiel avec ré-echantillonnage
(Sequential Important Sampling and Resampling : SISR). L’idée est de ré-chantillonner,
au cours de la construction des trajectoires, de facon a apprendre progressivement quelles
sont les trajectoires proposées par la distribution d’échantillonnage qui contribuent le plus
a la somme. On espere ainsi diminuer le temps de calcul. Nous répondrons aux questions
suivantes :

e Quand ré-chantillonner ? (A quels moments dans les trajectoires ?)
e Comment ré-chantillonner 7 (Suivant quels poids ?7)

Nous appliquerons cette nouvelle procédure en génétique des populations et mettrons
en évidence le gain obtenu grace au ré-échantillonnage sur le cas d’une vraisemblance
modélisant une contraction de la taille de la population.

2 Echantillonnage préférentiel séquentiel

Calcul de la vraisemblance par échantillonnage préférentiel On considere un
modele décrit par un processus markovien de saut pur Z(t), a valeur dans 'espace des
mesures de comptage. A chaque date ¢, Z(t) donne la distribution allélique des ancétres



de I’échantillon. On s’intéresse plus particulierement au cas ou ce processus markovien
est inhomogene en temps : les taux de transition dépendent de ’état de la trajectoire au
temps t et de t.

Ainsi, si X = { X} }ren est la chaine de Markov incluse du processus markovien de saut,
si 74 1 est un temps d’arrét et si ng,s est la mesure de comptage observée a I'instant 7,
c’est a dire les données observées, la vraisemblance du parametre ¢ est

L(ngps|@) = Py (X7 = nops) - (1)

Elle est obtenue en sommant sur toutes les trajectoires possibles (latentes) :

Linows|d) = > Py(H (2)

k>1 HeHk
D S

ol Hﬁobs est l'espace des trajectoires de longueur k (i.e. 7 = k) compatibles avec les
données observées (Hy = ngps) et P la distribution de notre processus.

L’idée de I’échantillonnage préférentiel est de changer la distribution d’échantillonnage
sur l'espace des trajectoires H. Si on note P = (p(x,y)) la matrice transition de la chaine
et si Q = (q(z,y)) est une autre matrice de transition sur H telle que p(z,y) = 0 deés que
q(z,y) =0et Q(H) =0si H ¢ UyHE | alors on obtient

Nops’

L(nobs|¢) = Ennq [P (HY) /Q (HY)]. (3)
La vraisemblance est alors une espérance sous la distribution Q, on peut donc ’estimer
par un estimateur de type Monte-Carlo :

L) - zw o wt = D)

est le poids d’importance de la j-ieme trajectoire H) tirée selon la loi d’importance Q.

On rappelle que I'échantillonnage préférentiel peut devenir inefficace dans des espaces
de grande dimension car la variance du rapport de vraisemblance tend vers l'infini ex-
ponentiellement vite avec la longueur de la trajectoire (voir, par exemple, Asmussen et
Glynn (2007) V.1.17 et XIV.5.5). C’est un probleme bien connu de l'échantillonnage
préférentiel séquentiel pour de longues réalisations de la chaine de Markov.

3 Reé-échantillonnage

Motivation Dans des modeles simples, on dispose de distributions d’importance effi-
caces (voir notamment De lorio et al., 2005). L’inhomogénéité en temps du processus con-
sidéré ici rend ces distributions d’importance Q inefficaces. En appliquant une technique
de ré-échantillonnage, nous visons a améliorer 'efficacité de la distribution de proposition.
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Le but est d’élaguer les trajectoires associées a des faibles poids d’importance et de
réutiliser les débuts des trajectoires associées a des poids d’importance plus élevés.

Procédé général On arréte 'algorithme SIS (Sequential Importance Sampling) qui
construit les trajectoires en parallele a un temps donné et on modifie la composition de
la collection de trajectoires selon les poids d’importance partiels a cette date. Ce nouvel
algorithme est appelé SISR, voir Liu et al.(2001).

Supposons que, au temps k discret, on a un échantillon de ny trajectoires pondérées

par les poids partiels d'importance Sy = {(H,gj), w,(cj))} "
j=1

On implémente la stratégie de ré-échantillonnage dans laquelle on tire parmi les tra-
jectoires courantes suivant une distribution multinomiale oll ’'on a mis le poids a¥) a la
j-ieme trajectoire. Ce qui donne l'algorithme suivant :

1. Pour j' =1,...,ng,
o H ,gj ) vaut H ,ij ) indépendamment avec probabilité proportionnelle a?);
e le poids associé a cette trajectoire est uv,(j’) = w,(cj)/a(j).

2. Retourner la nouvelle représentation Sj, = {(f[ ,gj ), u?,(cj /))} "
=1

Quand ré-échantillonner ? La chaine de Markov est a valeur dans I’espace des mesures
de comptage sur ’ensemble des alleles possibles.

Pour calculer notre estimateur Monte-Carlo (4) de la vraisemblance, on construit ng
trajectoires en parallele, partant toutes du méme état initial ngg.

Nous cherchons a quel moment de la construction des trajectoires nous allons ré-
échantillonner. Le but est de pouvoir discriminer les trajectoires qui seront les moins
probables a la fin de leur construction.

Une premiere idée serait de choisir le moment ot nous allons ré-échantillonner apres
un nombre donné de transitions.

Les états courants des trajectoires ne sont pas de méme nature (les mesures de comp-
tage n’ont pas la méme masse totale) et ne sont pas facilement comparables.
Un choix plus efficace consiste a ré-échantillonner les trajectoires aux moments ou les
mesures de comptage représentant les états courants ont méme masse totale. Alors, les
états courants des trajectoires sont facilement comparables.

Comment choisir les poids de ré-échantillonnage ? Notre idée est de choisir les
al?) de facon a refléter une tendance future des trajectoires, plus précisément de facon a
favoriser les trajectoires qui auront un poids d’importance final élevé. Evidemment on ne
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connait pas le poids final de chaque trajectoire mais on peut I’approcher méme vaguement
par une fonction qui dépend de ’état courant de la trajectoire, notée f(H. ,S ), B), et en
tenant compte du poids courant w,(j ) de la trajectoire. On ré-échantillonne alors suivant
les probabilités :

o = [wf]" f(H, 5),

ou a € [0,1] et > 0 sont des parametres de calibrage.

4 Applications en génétique des populations

Nous présenterons des résultats numériques sur un modele démographique de contrac-
tion de la taille de la population au cours du temps.

La généalogie (i.e., les liens de parenté de I’échantillon de copies de genes étudié), les
dates des mutations et les génotypes ancestraux, décrits par le modele stochastique, ne
sont pas observés directement. Ils représentent le processus latent. La vraisemblance des
données s’obtient alors en sommant sur toutes les possibilités de ce processus latent.

Nous comparerons les deux procédures d’inférence (SIS et SISR) de la vraisemblance
sur des jeux de données simulés et différentes calibrations possibles de « et .

En particulier nous montrerons une diminution de ’erreur quadratique moyenne pour
I’estimation de la vraisemblance lorque 1'on utilise la procédure avec ré-échantillonnage.
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